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О траекториях динамической системы Селькова,
описывающей автоколебания источников микросейсм 
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Резюме. Рассмотрены некоторые аспекты автоколебаний источников микросейсм, представленные мате-
матической моделью гликолиза Селькова. Работа уточняет некоторые выводы, сделанные в ранее опублико-
ванной в журнале «Геосистемы переходных зон» статье. В частности, показано, что динамическая система, 
моделирующая микросейсмы, имеет единственное состояние равновесия, местоположение которого меняет-
ся в ограниченной части фазовой плоскости в зависимости от значений параметра, характеризующего кон-
центрацию трещин. Доказано, что система имеет простой неустойчивый узел или фокус, окруженный хотя 
бы одним устойчивым предельным циклом.
Ключевые слова: микросейсмы, модель Селькова, автоколебания, круг Пуанкаре, состояние равно-
весия, ось концентрации трещин 
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Abstract. Some aspects of the self-oscillation of microseismic sources represented by the Selkov mathematical mod-
el for glycolysis were reviewed. The paper clarifies some of the conclusions made in a previously published article 
in the journal “Geosystems of Transition Zones.” In particular, it was shown that the dynamic system that models mi-
croseisms has only one equilibrium state, the location of which in a bounded part of the phase plane varies depending on 
the values of the parameter characterizing the fracture concentration. It was proved that the system has a simple unstable 
node or focus surrounded by at least one stable limit cycle.
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Введение и постановка задачи

Построение и использование математиче-
ских моделей в различных науках существенно 
расширяют инструментарий и доказательность 
исследуемых процессов и явлений природы. 
В  работе [1] впервые к исследованию геоло-
гических процессов применена математиче-
ская модель Селькова. Отметим, что указанная 
статья опубликована с примечанием о дис-
куссионности. Авторам [1] удалось описать 
взаимодействие между двумя видами трещин 
системой нелинейных уравнений Селькова [2]. 
При этом они не только достаточно подробно и 
ясно обосновали построение математической 
модели в области теории землетрясений, но 
и  детально исследовали процессы генерации 
микросейсм, закономерности, которые им при-
сущи. Это весьма важно в прикладном аспекте. 
Компьютерное моделирование позволило авто-
рам исследовать процесс образования автоволн 
источников микросейсм. Однако, как известно, 
компьютерное (численное) моделирование не 
позволяет в наиболее общем виде исследо-
вать все зависимости процесса от параметров. 
Для  этого существуют определенные матема-
тические теории, в частности качественная те-
ория дифференциальных уравнений [3].

Отметим, что модель Селькова развива-
ется, появляются ее аналоги с более широким 
спектром использования, например модели 
Слинько и Чумакова–Слинько [7–9]. Кроме 
того, следует отметить хорошо зарекомен-
довавшие себя при исследовании различных 
процессов кинетические уравнения, которые 
являются альтернативой системе Селькова, – 
это уравнения моделей Гинзбурга–Ландау или 
Ландау–Халатникова (см., например, [10, 11] и 
цитированную в них литературу).

В данной заметке представлен матема-
тически строгий анализ поведения решений 
уравнений Селькова вблизи особых точек, ос-
нованный на теории динамических систем, и 
доказательство некоторых утверждений, кото-
рые не получили определенного (должного) 
освещения в работе [1].

Авторами работы [1] отмечается, что ав-
токолебания источников микросейсм наибо-
лее полно описываются моделью гликолиза 
Селькова [2], которую в безразмерных вели-
чинах можно представить в виде следующей 
автономной системы:
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где a ˃ 0, b ˃ 0, c ˃ 0, x (t) – величина, представ-
ляющая собой концентрацию трещин неболь-
шой длины, которые являются источниками 
роста более крупных трещин; y (t) – концентра-
ция сравнительно крупных трещин, которые 
формируют сигналы микросейсм.

Для системы (1) точка 2; cF c
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ограниченной части фазовой плоскости явля-
ется состоянием равновесия. При переносе на-
чала координат в точку F система (1) принима-
ет вид:
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Следуя положениям монографии [3], с це-
лью установления характера состояния равно-
весия F определим для системы (2) величины: 
σ – дивергенцию векторного поля этой систе-
мы в точке (0;0) и определитель Δ, составлен-
ный из коэффициентов ее линейных членов:
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Из (3) видно, что Δ ˃ 0. Корнями уравнения 
σ = 0 относительно с являются выражения
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Замечание 1. В данной работе рассматри-
ваются только вещественные корни, что важно 
с точки зрения реальных приложений.

С помощью преобразований Пуанкаре [3] 
исследуем поведение траекторий системы (1) 
в бесконечно удаленных частях фазовой плоско-
сти в целях установления характера их располо-
жения в ограниченной части плоскости. В част-
ности, результаты такого исследования нами ис-
пользуются в качестве инструмента для решения 
проблемы центра-фокуса применительно к  со-
стоянию равновесия F, а также доказательства 
существования предельного цикла вокруг F.

Результаты исследования

Для решения проблемы центра-фокуса 
точки F необходимо рассмотреть поведение 
траекторий системы (1) в бесконечно удален-
ных частях фазовой плоскости. Это осущест-
вляется с помощью преобразований Пуанкаре 
[3]. В нашем случае преобразование Пуанкаре 
вида {x = 1/ z, y = u / z} переводит систему (1) в 
новую систему вида:
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Состояниями равновесия системы (4) при ус-
ловии z = 0 являются точки: W1(u = 0; z = 0), 
W2(u = –1; z = 0).

Переход к новым координатам с помощью 
формул (x = v / z, y = 1/ z) позволяет перевести 
систему (1) в систему вида:
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Замечание 2 [3]. Система (5), полученная 
из системы (1), рассматривается только с це-
лью установления характера состояния равно-
весия (0;0). 
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видно, что система (1) имеет только три бес-
конечно удаленных состояния равновесия: 
W1(u  =  0; z  =  0), W2(u  =  –1; z  =  0) W3(v  =  0; 
z = 0), из которых точка W1  представляет со-
бой сложное состояние равновесия, для кото-
рого σ = –b ≠ 0. 
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Изменим масштаб времени в системе (6) 
по формуле τ = –bt:
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Для того чтобы установить расположение 
траекторий системы (7) в достаточно малой 
окрестности состояния равновесия (0;0), на-
ходим решение уравнения 0),(2  zuQz    от-
носительно z  в виде следующего степенного 
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рый позволяет получить выражение 
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Из (8) по теореме 65 [3] следует, что точка  
W1 – это топологическое седло, достаточно ма-
лая окрестность которого состоит из четырех 
гиперболических секторов.
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Прямыми вычислениями можно показать, 
что точка W2  – простой неустойчивый узел.

Благодаря тому факту, что правые части 
уравнений системы (5) не содержат линейных 
членов (вторая, третья и четвертая степени), 
тип состояния равновесия точки W3 можно 
определить по методу Фроммера [4].

Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние траекторий для системы (5) в виде

       32322
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Введем обозначения: 
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По терминологии [4] направления, вдоль 
которых интегральные кривые могут входить 
в особую точку (0;0) уравнения (9), называют-
ся критическими. Критические направления 
находим с учетом (10) при решении уравнени 
z ∙ Q  2 (v, z) = 0 [4]. Единственным веществен-
ным корнем данного уравнения является z = 0, 
так как a = 0, b = 0. По классификации [4] z = 0 – 
обыкновенное простое критическое направле-
ние. Далее, следуя [4], рассмотрим функцию
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где z = uv. Подставляя это значение z, имеем:
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Из (12) следует, что ψ(u,0) = –u, то есть 

		       1)0,0( u .     		  (13)

Согласно [4], равенство (13) свидетельству-
ет о том, что только одна интегральная кривая 
уравнения (9) проходит через особую точку 
(0;0). Тем самым нами показано, что к состо-
янию равновесия W3 системы (5) примыкают 
только две траектории: одна при t → + ∞, а дру-
гая – при t → – ∞, обе совпадают с экватором 
z = 0 сферы Пуанкаре. Таким образом, доста-
точно малая  окрестность точки W3 состоит из 

двух гиперболических секторов, ограниченных 
одной ω -сепаратрисой и одной α-сепаратрисой, 
поэтому справедливо следующее утверждение:

Утверждение 1. Если c ≠ 0, a  >  0, b  >  0, 
то система (1) имеет на экваторе сферы Пу-
анкаре три состояния равновесия: W1  (u = 0; 
z  =  0)  – сложное (топологическое) седло, 
окрестность которого состоит из четырех 
гиперболических секторов; W2 (u = –1; z = 0) – 
простой неустойчивый узел; W3 (v = 0; z = 0) – 
сложное состояние равновесия, окрестность 
которого состоит из двух гиперболических 
секторов.

Рассмотрим теперь свойства состояния 

равновесия .; 2 
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
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 bca
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Δ > 0, то начало координат системы (2) является 
простым состоянием равновесия типа «узел», 
«фокус» или «центр» [3, 5]. Если при этом 

);();0( 21  ccc   , то σ  <  0, следовательно, 
точка (0;0) – простой устойчивый узел, или фо-
кус (по терминологии [5] топологический узел); 
если 1 2( ; )c c c  , то точка с координатами (0;0) – 
простой неустойчивый топологический узел; 
если с = с1 или с = с2, то точка (0;0) – негрубый 
фокус или центр [3, 6]. К сожалению, в настоя-
щее время в теории динамических систем для 
систем вида (2) нет необходимых и  достаточ-
ных коэффициентных условий центра с  чисто 
мнимыми характеристическими числами. В на-
шем случае проведенное выше исследование 
поведения траекторий системы (1) в бесконечно 
удаленных частях фазовой плоскости позволяет 
утверждать, что в рассматриваемом случае со-
стояние равновесия F не может быть центром.

Обратимся к рис. 1, на котором изображе-
ны главные изоклины системы (1) в круге Пу-
анкаре.
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метры a, c положительны, то ось ox и полуоси 
оси  oy являются трансверсалями по отноше-
нию к  вектору поля системы (1). В соответ-
ствии с рис. 1 дуга любой траектории системы 
(1), расположенной в ограниченной части фа-

–
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Рис. 1. Прямая y = 0 и полуоси вертикальной оси координат 
являются трансверсалями по отношению к траекториям систе-
мы (1). α-сепаратрисы седла W1  целиком расположены в верх-
ней полуплоскости.
Fig. 1. The straight line y = 0 and the semi-axes of the vertical 
coordinate axis are transversals with respect to the trajectories of 
the system  (1). The α-separatrices of saddle saddle point W1 are 
entirely located in the upper half-plane.

зовой плоскости, при t → + ∞ находится в пер-
вом квадранте. Так как к состоянию равнове-
сия W3 примыкают лишь две траектории: ω- и 
α-сепаратрисы, совпадающие с экватором сфе-
ры Пуанкаре, то никакая положительная полу-
траектория системы (1) при t ≥ T, где T – сколь 
угодно большое положительное число, не вхо-
дит ни в одну из точек W1 и W3. Если взять про-
извольную положительную полутраекторию 
L+, пересекающую ось ординат, то, соглас-
но монографии [5, с. 52], для L+ существует 
ω-предельное множество, которое может быть 
одного из трех типов: одно состояние равнове-
сия; одна замкнутая траектория; совокупность 
состояний равновесия и траекторий, стремя-
щихся к этим состояниям равновесия как при 
t → + ∞, так и при t → – ∞. Однако предполо-
жение о существовании центра в точке F до-
пускает наличие у системы (1) хотя бы одного 
состояния равновесия, отличного от F. Таким 
образом, при c = c1 или c = c2 точка F – негру-
бый фокус, причем устойчивый. При 1 2( ; )c c c   

Рис. 2. Расположение траекторий системы (1) в круге Пуанка-
ре, т.е. на всей фазовой плоскости.
Fig. 2. The location of the trajectories of the system (1) in the 
Poincaré disk, i.e., on the entire phase plane.

предельное множество для положительной по-
лутраектории L+ представляет собой устойчи-
вый предельный цикл. Поэтому можно сфор-
мулировать следующее утверждение. 

Утверждение 2. Если 0 ˂  а ˂  1/8, 1 2( ; )c c c   , 
то в ограниченной части фазовой плоскости 
система (1) имеет простой неустойчивый 
узел, или фокус, окруженный хотя бы одним 
устойчивым предельным циклом. 

Фазовый портрет системы (1) изображен 
на рис. 2.

Замечание 3. Наличие грубых устойчи-
вых предельных циклов на фазовой плоскости 
является определяющим признаком автоколе-
бательной системы. Следовательно, изученная 
система (1) действительно является математи-
ческой моделью реальной автоколебательной 
системы [2].

Замечание 4. Придерживаясь термино-
логии, принятой в современной качественной 
теории динамических систем второго порядка, 
точку (0;0) мы называем состоянием равно-
весия системы (5), а для дифференциального 
уравнения (9) траекторий этой же системы  – 
особой точкой.
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Заключение

В работе установлен характер сложного 
состояния равновесия на бесконечности, что 
способствует доказательству наличия хотя бы 
одного устойчивого предельного цикла, окру-
жающего единственное состояние равновесия 
в ограниченной части фазовой плоскости.

Наличие предельного цикла можно интер-
претировать таким образом, что периодиче-
ские изменения уровня микросейсм не обяза-
тельно связаны с внешними факторами (сезон-
ностью). Такие изменения могут происходить 
по внутренним причинам (ввиду природы их 
источников – трещин). Хотя неочевидно, что 
источники микросейсм именно трещины, а не 
межзеренные подвижки в неоднородной среде. 

Кроме этого, отметим следующее:
1) утверждение авторов [1] о том, что си-

стема (6) [1], а в нашем случае система (1) мо-
жет иметь два состояния равновесия, ошибоч-
но. Изменение параметра v (см. (6) [1]), а в дан-
ной работе параметра c приводит только лишь 
к изменению местоположения единственного 
состояния равновесия в ограниченной части 
фазовой плоскости;

2) на рис. 2 статьи [1] траектория пересе-
кает ось концентраций tr-трещин дважды, что 
невозможно в силу трансверсальности оси ox 
для траекторий системы;

3) в формуле (18) статьи [1] имеется не-
точность, правильное ее написание таково:

b
aav 8121

2
1

2,1


  .
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