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Резюме. Целью работы являлось исследование задачи о волнах в слое несжимаемой жидкости постоянной 
глубины. Интерес к задаче возник в связи с возбуждением и распространением поверхностных волн в Ти-
хом океане в результате мощного эксплозивного извержения вулкана Хунга Тонга–Хунга Хаапай 15.01.2022. 
Рассматривались потенциальные движения жидкости. Возмущения задавались в виде кратковременного им-
пульса давления над свободной поверхностью и в виде волн давления, возникающих в результате распада 
начальной области повышенного давления в атмосфере (волн Лэмба). Получены решения для вынужден-
ных и свободных волн на поверхности, а также вынужденных и свободных волн давления на дне слоя жид-
кости. В приближении длинных волн амплитуды свободных поверхностных волн и амплитуды свободных 
волн придонного давления (в метрах водяного столба) совпадают, в то время как амплитуды вынужденных 
волн придонного давления выше амплитуд вынужденных поверхностных волн. В случаях, когда в записи 
давления присутствует только вынужденная составляющая, применение корректирующего множителя дает 
адекватный результат для поверхностных волн. Если в записи присутствуют обе компоненты (вынужденная 
и свободная), применение поправочного коэффициента неправомерно, поскольку разделить составляющие 
невозможно. Оценка амплитуд поверхностных волн по данным о давлении на дне может давать неадекват-
ный результат. Полученные результаты обсуждаются в связи с оперативным прогнозом цунами по данным 
донных станций измерения уровня океана. Сформулировано предложение о возможном способе адекватной 
оценки амплитуды поверхностных волн при возбуждении их движущейся областью переменного давления.
Ключевые слова: волны на воде, волны Лэмба, вынужденные волны, барические волны, свободные 
волны, гравитационные волны, цунами, измерения уровня океана, оперативный прогноз цунами, службы 
предупреждения о цунами, Тихий океан 
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Abstract. The aim of the paper was to study the problem of waves in a layer of incompressible fluid of constant depth. 
The interest in the problem arose due to the excitation and propagation of surface waves in the Pacific Ocean as a result 
of the powerful explosive eruption of the Hunga Tonga–Hunga Haapai volcano on January 15, 2022. Potential fluid 
motions were considered. The disturbances were induced in the form of a short-term pressure pulse above the free 
surface and in the form of pressure waves arising due to of the disintegration of the initial region of high pressure in 
the atmosphere (Lamb waves). Solutions were obtained for forced and free waves on the surface, as well as for forced 
and free pressure waves at the bottom of the fluid layer. In the long-wave approximation, the amplitudes of free surface 
waves and the amplitudes of free bottom pressure waves (in meters of water column) coincide, while the amplitudes of 
forced bottom pressure waves are greater than the amplitudes of forced surface waves. In cases where only the forced 
component is present in the pressure record, the use of a correction factor gives an adequate result for surface waves. 
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If both components (forced and free) are present in the record, the use of the correction factor is unjustified, since it is 
impossible to separate the components. The estimation of surface wave amplitudes based on bottom pressure data may 
yield inadequate results. The results obtained are discussed in connection with the operational tsunami forecast based 
on the data from bottom sea level measurement stations. A proposal is formulated on a possible method for adequately 
estimating the amplitude of surface waves when excited by a moving region of variable pressure.
Keywords: water waves, Lamb waves, forced waves, baric waves, free waves, gravity waves, tsunami, sea level 
measurements, operational tsunami forecast, tsunami warning services, Pacific Ocean

Введение

Произошедшее 15 января 2022 г. в южной 
части Тихого океана мощное эксплозивное из-
вержение вулкана Хунга Тонга–Хунга Хаапай1 
оценивается как крупнейшее извержение под-
водного вулкана за почти полтора столетия с мо-
мента катастрофического разрушения о. Крака-
тау в 1883 г. [1]. Эффект от взрыва наблюдался 
во всех средах: ионосфере, атмосфере, в толще 
океана и на его поверхности и в земной коре 
[2–6].

Образовавшееся в результате извержения 
вулкана цунами вызвало катастрофические за-
плески на ближних островах архипелага Тонга 
с максимальной высотой до 22 м. Цунами на-
несло ущерб не только ближайшим островным 
государствам, но также странам тихоокеанского 
побережья. Зарегистрированы заплески до 1.3 м 
в Японии, выше 3.5 м в Калифорнии, около 1 м 
в Чили и до 1 м в Перу (https://www.ngdc.noaa.
gov/hazel/view/hazards/tsunami/event-search).

В результате взрыва вулкана образовалась 
волна повышенного давления в атмосфере (на-
зываемая также волной Лэмба), зарегистри-
рованная множеством наземных барографов 
по всему земному шару. Волна повышенного 
давления, распространявшаяся со скоростью, 
близкой к скорости звука в атмосфере, вызва-
ла возмущения свободной поверхности океана 

в виде вынужденной волны, движущейся с той 
же скоростью. Такую волну будем называть 
барической. Быстрое (взрывное) изменение 
атмосферного давления само по себе является 
источником гравитационных волн на водной 
поверхности. Другие процессы в очаге из-
вержения, приводящие к изменениям уровня 
поверхности воды, также вызывают гравита-
ционные (свободные) волны в океане, распро-
страняющиеся со скоростью длинных волн. 
В любом случае поверхностные волны пред-
ставляют собой суперпозицию барических 
и гравитационных волн после прихода послед-
них в точку наблюдения. Барическая и/ или гра-
витационная волны зарегистрированы множе-
ством глубоководных донных станций системы 
DART (Deep-ocean Assessment and Reporting of 
Tsunamis)2 в Тихом океане3. Обе волны, бариче-
ская и гравитационная, полностью, от момента 
вступления барической волны, зарегистриро-
ваны небольшим количеством станций DART. 
Амплитуды барической и гравитационной волн 
сопоставимы даже на больших расстояниях от 
извержения. Изменение амплитуды бариче-
ских волн обратно пропорционально квадрат-
ному корню из расстояния от источника [7], 
как и изменение амплитуды гравитационных 
волн. Волны такого типа, цилиндрические вол-
ны, описываемые в пространстве двух пере-
менных, имеют передний фронт, но не имеют 
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заднего, колебания за фронтом продолжаются 
достаточно долго [8]. Хотя гравитационная 
волна заметно отстает от барической, с ее при-
ходом происходит суперпозиция гравитацион-
ной и барической волн.

Различные явления в атмосфере, на по-
верхности и на дне океана, сопровождавшие 
взрыв вулкана, рассмотрены в многочислен-
ных работах. В работе [9] обсуждались процес-
сы, произошедшие в очаге. Предполагалось, 
что в области вулкана в течение получаса-часа 
произошло пять взрывов разной интенсивно-
сти. Волны давления в атмосфере по натурным 
данным анализировались в работах [3, 10]. 
В статье [7] проанализированы данные мно-
жества наземных барографов, установлено, 
что волна давления в атмосфере (волна Лэмба) 
распространялась со скоростью 317 м/с, ее ам-
плитуда уменьшалась с расстоянием от взрыва 
как r –1/2, выполнено численное моделирование 
волн давления на основе специально построен-
ного источника. Близкая оценка скорости рас-
пространения волны Лэмба 312 м/с получена в 
[11]. Влияние атмосферных волн давления на 
генерацию волн на поверхности океана на ос-
нове численного моделирования рассмотрено 
в работах [4, 7, 12–17], а также на сайте NOAA 
Center for Tsunami Research4. В работе [4] отме-
чались различия в амплитудах волн придонно-
го давления и поверхностных волн. Генерация 
гравитационных волн в результате возмуще-
ний водной поверхности в очаге в численной 
модели рассмотрена в [7, 18, 19]. Параметры 
источников возмущений подбирались, исходя 
из степени совпадения форм расчетных и за-
регистрированных волн в океане.

Перечисленные работы, посвященные со-
бытию 15.01.2022, в большинстве являлись 
результатом либо численных экспериментов, 
либо анализа процессов в очаге.

Волны от движущейся области повышен-
ного атмосферного давления в приближении 
«мелкой воды» рассматривались в [20]. При 
распространении таких областей со скоро-
стью, заметно меньшей скорости длинных 

волн в открытом океане, резонанс Праудмэна 
может возникать лишь на мелководье, когда 
скорость длинных волн приближается к скоро-
сти барического возмущения [21]. В противо-
положность этому волны Лэмба распространя-
ются со скоростью, близкой к скорости звука 
в воздухе. Резонанс может возникать в районах 
глубоководных, но довольно узких впадин, 
при распространении над которыми скорость 
длинных волн превышает скорость волны Лэм-
ба. Например, Марианская впадина при макси-
мальной глубине около 11 км имеет среднюю 
ширину 69 км (https://ru.wikipedia.org/wiki/Ма-
рианский_жёлоб). Влияние таких впадин на 
распространение свободных и вынужденных 
волн на поверхности океана не исследовано.

В работе [22] приведены решения задач 
о возбуждении поверхностных волн от кратко-
временного воздействия давления на свобод-
ную поверхность, о возбуждении волн движу-
щейся областью повышенного давления, в ре-
зультате чего могут возникать метеоцунами. 
Анализировались формы поверхностных волн 
и волн придонного давления. Обсуждались 
различия между вариациями давления на дне 
и вариациями свободной поверхности.

Задача о волнах, возбуждаемых движу-
щейся с постоянной скоростью областью по-
вышенного давления, в одномерной постановке 
рассмотрена в [6, 11, 23], в двумерной – в [23]. 
Движущаяся область возбуждает вынужденные 
волны на свободной поверхности и на дне. По-
казано, что амплитуды волн придонного давле-
ния больше амплитуд вынуждающего давления 
над свободной поверхностью, амплитуды волн 
придонного давления, выраженные в метрах во-
дяного столба, выше амплитуд поверхностных 
волн. В работах [17, 23] описывается корректи-
ровка данных о вариациях придонного давления 
для оценки формы вынужденных волн. Оценки 
свободных волн не рассматривались.

Данные о придонном давлении ближай-
ших к очагу глубоководных станций при опе-
ративном прогнозе цунами используются 
действующим способом NOAA5, экспресс-
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методом [24] для оценки формы ожидаемо-
го цунами в более удаленных точках и вбли-
зи побережий. Как показано на сайте NOAA 
Center for Tsunami Research, завышенные оцен-
ки амплитуд поверхностных волн по данным 
о придонном давлении могут быть причиной 
неадекватного определения степени опасности 
прогнозируемого цунами.

Целью работы является исследование ре-
шения задачи о волнах в слое жидкости, гене-
рируемых возмущениями атмосферного дав-
ления. Рассматриваются волны на поверхно-
сти жидкости и волны придонного давления, 
возникающие под действием бегущих волн 
атмосферного давления (волн Лэмба). Задача 
представляет интерес в связи с использовани-
ем данных о давлении на дне океана при опе-
ративном прогнозе цунами. 

Постановка задачи
Рассматривается классическая задача о 

потенциальном движении в слое тяжелой жид-
кости глубины H, лежащем на твердом основа-
нии [8]. Задача решается в пространстве трех 
переменных, ось Oz с началом на свободной 
поверхности направлена вертикально вверх, 
оси Ox и Oy находятся на свободной поверхно-
сти. Ускорение свободного падения g направ-
лено вниз.

Потенциал скорости φ в слое жидкости 
удовлетворяет уравнению
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где ρ – плотность жидкости (воды), pa – атмос-
ферное давление, p – давление в слое жидкости.

В линейном приближении граничными 
условиями для (1) являются
на возмущенной свободной поверхности z = ζ 
(значения переменных φ и p отнесены к z = 0):
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на дне (z = –H):       0
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В настоящей работе возмущение задает-
ся давлением над свободной поверхностью 
p = p0 + pa, включающим некоторое аксиально-
симметричное возмущение p0(r,t). Также для 
общности может быть задано аксиально-сим-
метричное начальное возвышение свободной 
поверхности, обусловленное другим возмож-
ным механизмом генерации, не обязательно 
связанное с изменениями давления. В силу ли-
нейности задачи возбужденные этими источ-
никами волны не влияют друг на друга.

Давление на дне (z = –H) определяется из 
уравнения Бернулли по найденному φ:
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где pbott – вариации давления на дне.
Задача (1)–(4) в цилиндрических координа-

тах решается одним из распространенных спо-
собов – применением интегральных преобразо-

ваний Лапласа по времени ( 
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и Фурье–Бесселя ( 
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по радиальной координате [25]. 
Решение представляется в виде образов 

преобразования Фурье–Бесселя. Этого доста-
точно для сравнительного анализа волн на сво-
бодной поверхности и волн на дне.

Результаты и обсуждение

Волны, возбуждаемые
кратковременным импульсом давления
над свободной поверхностью

Начальным условием для задачи (1)–(4) 
является возвышение свободной поверхно-
сти ζ (t = 0,r) = ζ0(r/R1) внутри круга r < R1, 
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(r2 = x2 + y2). Возмущение давления над сво-
бодной поверхностью задается кратковремен-
ным аксиально-симметричным импульсом 
давления в круге r < R: p0 = p0(r/R) δ(t/T), где 
δ(t/T) – δ-функция Дирака.

После интегральных преобразований си-
стема (1)–(4) представляется в виде
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В системе (1.1)–(4.1) все переменные ве-

личины являются образами интегральных 
преобразований. Ниже аргументы функции 
(s и/ или ξ) указывают на то, образом какого 
преобразования является эта функция.

Решением (1.1) является φ = A1e
ξz+A2e

–ξz. 
Неизвестные коэффициенты A1 и A2, а также 
ζ(s,ξ) находятся из решения системы (2.1)–(4.1) 
с учетом возмущения давления и начального 
возвышения свободной поверхности.
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Вариации давления на дне находятся из (5):
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 где Ω2 = gξ ∙ thξH.
Представленные выражения имеют 2 по-

люса: s = ± iΩ, отвечающие свободным волнам.
Обратное преобразование Лапласа дает:
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 Решения совпадают с результатом, полу-
ченным несколько другим способом в [22]. 
Волновые составляющие с точностью до раз-
мерного множителя совпадают.

В приближении длинных волн (ξH << 1, 
chξH ≈ 1, Ω2 ≈ gHξ 2) полученные решения пе-
реходят в следующие выражения.

Волновая форма свободной поверхности:




 tgHZtgHgH
g
TPt cossin),( 0
0  , 

где первое слагаемое описывает волну от им-
пульса давления, второе – волну от начального 
возвышения свободной поверхности.

Вариации давления на дне, регистрируе-
мые донными станциями, приведенные к ме-
трам водяного столба:
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  Здесь первое слагаемое описывает ре-
акцию донного давления на импульс давле-
ния над свободной поверхностью, второе и 
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третье аналогичны слагаемым из предыду-
щего выражения.

В полученных выражениях волновые со-
ставляющие идентичны. Это позволяет со-
вершенно обоснованно оценивать форму (ее 
длинноволновую составляющую) поверхно-
сти океана по данным о давлении на дне, полу-
ченным глубоководными станциями в океане 
(https://ndbc.noaa.gov/to_station.shtml).

Волны, возбуждаемые
расходящейся концентрической волной
повышенного давления 
над свободной поверхностью

Представляет интерес задача о волнах 
в жидкости, генерируемых бегущей волной 
повышенного давления над свободной поверх-
ностью, возбужденной распадом мгновенного 
повышения давления в ограниченной круговой 
области. По данным наблюдений такая волна 
(волна Лэмба) распространяется со скоростью, 
близкой к скорости звука в воздухе, амплитуда 
затухает с расстоянием от центра возмущения 
как r –1/2 [1].

Формулировка задачи о волнах на по-
верхности слоя жидкости, возбуждаемых та-
кой волной, совпадает с постановкой задачи 
(1)–(4), или (1.1)–(4.1) в образах интегральных 
преобразований. Волна в атмосфере возника-
ет в результате распада возмущения в виде на-
чальной области повышенного давления в кру-
ге r < R: p0 = p0(r/R), образ Фурье–Бесселя ко-

торого  
R

rdrrJRrpP
0

000 )()/(  .  Волна от 

такого возмущения над свободной поверхно-
стью в образах интегральных преобразований 
описывается как pforcing = P0s/(s2+U 2ξ 

2). Фронт 
волны распространяется со скоростью U, ам-
плитуда асимптотически затухает с расстоя-
нием как r –1/2 [26]. Начальный импульс дав-
ления возбуждает свободные волны, фронт 
которых движется со скоростью длинных 
волн. А волна повышенного давления вызы-
вает на свободной поверхности вынужденные 
волны, распространяющиеся со скоростью U. 
В уравнении (3.1) следует P0T заменить на 
P0s/ (s2+U 2ξ 2).

Кроме того, дополнительно начальным 
условием является возвышение свободной 
поверхности ζ (t = 0, r) = ζ0(r/R1) внутри круга 
r < R1, (r

 2 = x 2 + y 2).
Решение задачи в образах интегральных 

преобразований представляется выражения-
ми для вариаций вынуждающего давления над 
свободной поверхностью pforcing  (s,ξ  ) = P0s/ (s 2+
+ U 2ξ 2), вариаций давления на дне 
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Два последних выражения имеют 4 полю-
са: s = ±i Uξ, отвечающие вынужденным вол-
нам, и s = ±i Ω, соответствующие свободным 
волнам.

Обратное преобразование Лапласа в при-
ближении длинных волн (ξH << 1, Ω ≈ (gH)1/2ξ, 
chξH ≈ 1) дает следующие выражения: 

для вариаций вынуждающего давления 
над свободной поверхностью (давление выра-
жено в метрах водяного столба)
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для вариаций придонного давления (в метрах 
водяного столба)
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и для формы свободной поверхности
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В полученных выражениях (7) и (8) пер-
вые слагаемые в правой части описывают 
вынужденные волны, распространяющиеся 
со скоростью U, вторые и третьи – свобод-
ные (гравитационные) волны, возбужденные 

https://ndbc.noaa.gov/to_station.shtml
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начальным скачком давления и начальным воз-
вышением свободной поверхности, движущи-
еся со скоростью длинных волн (gH)1/2.

Для представления выражений в простран-
ственных переменных над ними следует выпол-
нить обратное преобразование Фурье–Бессе-

ля. Например, 



0

0
0 )(cos),( 


 drJUt

g
Prt .  

В силу известной асимптотики функции Бес-

селя )
4

cos(2)(0



  r

r
rJ   асимптотиче-

ская оценка соответствующих интегралов даст 
затухание амплитуд как r –1/2 [26].

Из сравнения (6)–(8) видно, что амплиту-
да вынужденных волн придонного давления 
больше амплитуды вынуждающего давления 
в U 2/(U 2–gH) раз, амплитуда барической вол-
ны отличается от амплитуды вынуждающего 
давления в метрах водяного столба множи-
телем gH/(U  2– gH), амплитуда вынужденных 
волн придонного давления больше амплитуды 
вынужденных поверхностных (барических) 
волн в U 2/gH раз. Результат совпадает с опи-
санными во введении выводами работ [6, 11, 
17, 23]. Выражения, описывающие свободные 
волны, идентичны.

Для оценки вариаций давления над сво-
бодной поверхностью данные глубоководных 
донных станций следует умножать на коррек-
тирующий множитель (U 2–gH)/U 2. Это под-
тверждено в работах [6, 11] на основе данных 
измерений. Для оценки амплитуды вынужден-
ных поверхностных (барических) волн по дан-
ным донных станций, выраженным в метрах 
водяного столба, следует применять другой 
корректирующий множитель gH/U 2 [17]. При 
скорости U = 317 м/с [7] и средней глубине 
океана H = 4000 м корректирующие множите-
ли равны 0.6 и 0.4 соответственно.

С помощью корректирующего множите-
ля по данным донных станций можно адек-
ватно оценить только амплитуды вынужден-
ных волн, применение каких-либо корректи-
рующих множителей к суперпозиции вынуж-
денных и свободных волн неправомерно, по-
скольку разделить вынужденные и свободные 
волны невозможно.

По этой причине следует подходить с 
осторожностью к идентификации формы во-
дной поверхности по вариациям донного дав-
ления в случаях, когда информация о давле-
нии на дне содержит данные о вынужденных 
волнах. Такими случаями могут быть события, 
подобные событию 15.01.2022, или события, 
связанные с прохождением циклонов, тайфу-
нов над океаном, сопровождающихся возбуж-
дением метеоцунами [22].

Результаты решения задачи имеют прак-
тическое значение. Данные о вариациях при-
донного давления (7) ближайших к очагу 
возмущения глубоководных станций исполь-
зуются при оперативном прогнозе цунами. 
Расхождение между (7) и (8) может приводить 
к неадекватной оценке степени опасности про-
гнозируемого цунами. Вопрос о том, насколь-
ко адекватной является оценка амплитуды по-
верхностных волн по данным о давлении на 
дне, поставлен в [27].

Выражение (7) для вариаций придонного 
давления можно записать в виде




 





 Ut
gHU

gH
g

PUt
g

PtHbott coscos),,( 2
00  

    


tgHZtgH
gHU

gH
g

P coscos 02
0 


  . (9)

Первое слагаемое в полученном выра-
жении, ожидаемо, совпадает с выражением 
для вынуждающего давления (6), остальные 
совпадают с выражениями для форм поверх-
ностных, вынужденных и свободных, волн (8). 
Из такого представления решения для вариа-
ций придонного давления (9) следует, что полу-
чить истинную форму свободной поверхности 
по данным о давлении на дне можно, только 
если известно давление над свободной поверх-
ностью. Располагая данными об атмосферном 
давлении ηforcing(t) (6) и вычитая их из данных, 
полученных донными датчиками ηbott(t) (7), 
можно получить форму свободной поверхно-
сти ζ (t) (8). Форму гравитационной составляю-
щей поверхностных волн можно оценить, если 
из данных о придонном давлении (7) вычесть 
данные об атмосферном давлении (6), умно-
женные на (U 2–gH)/U 2.
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Атмосферное давление над свободной по-
верхностью (в волне Лэмба) может быть рас-
считано, например, способом, основанным 
на алгоритмах экспресс-метода оперативного 
прогноза цунами, базирующегося на фунда-
ментальном принципе взаимности [24]. Для 
прогноза вариаций давления в удаленных 
точках могут использоваться данные об атмо-
сферном давлении ближайших к источнику по-
вышенного давления барографов.

Заключение

Представлено решение задачи о волнах в 
слое тяжелой несжимаемой жидкости посто-
янной глубины.

В качестве источника волн задавалось 
локализованное кратковременное повышение 
давления над свободной поверхностью. В ре-
зультате образуются свободные волны на по-
верхности и волны давления на дне. Формы и 
амплитуды поверхностных волн и волн при-
донного давления (в метрах водяного столба) 
одинаковы.

Другой источник волн представлял собой 
мгновенное повышение давления в локализо-
ванной области и распространяющуюся в ат-
мосфере над свободной поверхностью волну 
давления, возникающую в результате распада 
области повышенного давления (модель волны 
Лэмба). Такой источник возбуждает на поверх-
ности слоя и на дне свободные волны, бегущие 
со скоростью длинных волн, и вынужденные 
волны, распространяющиеся со скоростью 
волны вынуждающего давления. В приближе-
нии длинных волн формы и амплитуды свобод-
ных волн на поверхности и на дне одинаковы. 
Амплитуды вынужденных волн придонного 
давления выше, чем амплитуды вынужденных 
поверхностных волн. Для оценки формы волн 
на свободной поверхности по данным о давле-
нии на дне можно применять корректирующий 
множитель gH/U 2 к части записи, содержащей 
только вынужденную компоненту. Для дан-
ных, включающих вынужденную и свободную 
составляющие, такой подход некорректен.

Завышенные амплитуды вариаций при-
донного давления могут быть причиной не-

адекватной оценки ожидаемого цунами спо-
собами оперативного прогноза, использую-
щими данные о давлении на дне. Несмотря на 
уникальность событий, подобных событию 
15.01.2022, службы предупреждения о цунами, 
видимо, должны учитывать эту особенность. 

Предложен способ оценки формы свобод-
ной поверхности, включающей вынужденные 
(барические) и свободные (гравитационные) 
волны, а также отдельно формы свободных 
волн, исходя из данных о придонном давлении.

Предложен один из возможных способов 
расчета давления в волне Лэмба по барометри-
ческим данным станций, ближайших к источ-
нику высокого давления, на основе фундамен-
тального принципа взаимности.
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