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Резюме. Определение собственных и вынужденных колебаний рамных конструкций, моделируемых стерж-
нями с распределенными массами (бесконечное число степеней свободы), довольно затруднительно. По-
этому в статье модель рамы наделяют конечным числом степеней свободы: массу помещают в некоторое 
число узлов, которые упруго взаимодействуют со стержнями, не имеющими массы. Стержни работают толь-
ко на изгиб. Продольные перемещения не учитываются, так как частота продольных колебаний на два по-
рядка выше частоты изгибных колебаний. Такая модель приводит к составлению выражений кинетической 
и потенциальной энергии, позволяющих затем с помощью уравнений Лагранжа 2-го рода получить систему 
дифференциальных уравнений колебаний сооружения. В статье с использованием функций Грина, матриц 
жесткости, масс, податливости и др. была решена задача о свободных колебаниях Г-образной рамы. Получен-
ные приближенные результаты при сравнении с малоизвестными точными результатами показали хорошую 
сходимость, особенно при увеличении числа степеней свободы (количества сосредоточенных масс, модели-
рующих распределенную массу стержней Г-образной рамы). 
Ключевые слова: колебания рам, частоты колебаний, функция Грина, матрица жесткости, матрица масс, 
матрица податливости 
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Abstract. Determining the natural and forced oscillations of frame structures simulated by the rods with distributed 
masses (an infinite number of degrees of freedom) is quite difficult. Therefore, in the article, the frame model is endued 
with a finite number of degrees of freedom: the mass is placed in a certain number of nodes that elastically interact with 
rods that have no mass. The rods work only for bending. Longitudinal displacements are not taken into account, since 
the frequency of longitudinal oscillations is two orders of magnitude higher than the frequency of bending ones. Such 
a model leads to the construction of expressions of the kinetic and potential energy, which then allows using the La-
grange equations of second kind to obtain a system of differential oscillation equations of the structure. The problem of 
free oscillations of the G-shaped frame was solved in the article using Green’s functions, matrices of stiffness, masses, 
malleability, etc. The obtained approximate results were compared with little-known exact results and demonstrated 
good convergence, especially with an increase in the number of degrees of freedom (the number of concentrated masses 
simulating the distributed mass of the rods of the G-shaped frame). 
Keywords: oscillations of frames, oscillation frequencies, Green’s function, stiffness matrix, mass matrix, malleability 
matrix
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Введение
Колебательные и волновые процессы 

в технике играют двоякую роль: с одной сторо-
ны, например, колебания валов двигателей, ви-
брации корпусов, мостовых сооружений и т.д. 
при неблагоприятных условиях могут вызвать 
опасные напряжения, деформации и износ, 
с другой – колебания, например, используют 
для осуществления эффективных технологи-
ческих процессов (вибрационное погружение 
свай, виброзапрессовка деталей, виброуплот-
нители грунта, вибрационное транспортиро-
вание грузов, вибрационные тепло- и массооб-
менные аппараты и т.д.) [1–7]. 

Анализ колебательных и волновых про-
цессов показал, что между колебаниями раз-
ной физической природы чрезвычайно много 
общего. Конкретные колебательные и волно-
вые процессы, с которыми приходится иметь 
дело специалистам в технике, различны, одна-
ко колебательные и волновые явления, в них 
происходящие, подчиняются общим законо-
мерностям и описываются едиными моделями.

В технике мы редко встречаемся со сво-
бодными колебаниями: вибрация машин вы-
зывается, как правило, каким-либо источником 
энергии. Между тем поведение системы при 
свободных колебаниях – это характеристика ее 
собственных свойств, недаром частота свобод-
ных колебаний называется собственной часто-
той системы. Частота собственных колебаний 
является важнейшей динамической характе-
ристикой сооружений, поскольку ее величина 
значительно влияет на расчетные значения 
нагрузок. Ошибки, допущенные на стадии 
вычисления частоты собственных колебаний, 
приводят к неправильному определению на-
пряженно-деформированного состояния не-
сущих конструкций. Помимо этого, неверное 
определение собственной частоты колебаний 
может привести к возникновению не спрогно-
зированных резонансных явлений, которые яв-
ляются достаточно опасными. В свете выше-
сказанного исследование в статье свободных 
колебаний рамных конструкций представляет-
ся актуальным.

Аналитическое (точное) решение постав-
ленной задачи может быть получено, если: 
область однородная, геометрия проста (регу-
лярна), граничные условия на контуре срав-
нительно просты, определяющие дифферен-
циальные уравнения линейны. В противном 
случае могут быть использованы численные 
методы для нахождения численного решения. 
Численные методы отчетливо делятся на два 
класса: класс, требующий аппроксимации во 
всей области (метод конечных разностей, ме-
тод конечных элементов (МКЭ)), и класс, тре-
бующий аппроксимации только на границе об-
ласти (метод граничных элементов).

МКЭ (в зависимости от приложений 
и взглядов исследователя может быть интер-
претирован как метод возможной работы, ва-
риационно-разностный метод, метод взвешен-
ных невязок (метод Бубнова–Галеркина)) дает 
решение, которое всегда несколько отличается 
от точного решения. Величина ошибки зависит 
от многих факторов самой разнообразной при-
роды, среди которых важнейшие: 1) размеры 
и число узлов отдельных конечных элементов; 
2) аппроксимирующие функции внутри от-
дельных конечных элементов; 3) особенности 
вычисления матрицы жесткости; 4) алгоритм 
решения системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ); 5) качество программ; 
6) тип используемой ЭВМ.

Практика использования МКЭ показы-
вает, что следует обратить особое внимание 
на второй из вышеперечисленных пунктов. 
Неудачный выбор аппроксимирующих функ-
ций приводит к очень медленной сходимости, 
что в свою очередь приводит к необходимости 
мелкого дробления тела на конечные элемен-
ты и, как следствие, к неоправданным вычис-
лительным расходам на решение задач. Более 
того, иногда наблюдается сходимость не к точ-
ному, а к некоторому другому решению, что 
недопустимо (поэтому в МКЭ необходимо 
внимательно следить за тем, чтобы при ко-
нечноэлементной дискретизации выполня-
лись условия совместности (согласованности, 
конформности), совместимости, необходимой 
степени параметризации и др.).
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В процессе реализации численных мето-
дов и созданных на их основе алгоритмов рас-
чета сложных структур постепенно пришло 
понимание того обстоятельства, что не суще-
ствует ни одного метода, обладающего бес-
спорными преимуществами при решении бес-
конечного разнообразия технических проблем. 
Это заставило обратить внимание на альтерна-
тивные варианты «гибридизации» различных 
методов в целях использования их преиму-
ществ и компенсации слабых сторон.

Представление исследуемой области со-
вокупностью подобластей (как, например, 
в МКЭ) имеет смысл дискретизации конти-
нуальной задачи с заменой реальной области 
тела с бесконечным числом степеней свободы 
приближенно эквивалентным телом с боль-
шим, но конечным числом степеней свободы. 

Исследование в статье свободных колеба-
ний рамных конструкций было реализовано 
с помощью сравнения аналитического (точно-
го) решения с численными решениями: МКЭ, 
реализованного в Ansys (узлы конечных эле-
ментов рамных конструкций размещены на их 
границах), и его модернизации («гибридиза-
ции») (массу конечных элементов помещают 
в их середине и называют узлами, которые 

упруго взаимодействуют со стержнями рамы, 
не имеющими массы).

В настоящее время считается классиче-
ским получение элементов матрицы податли-
вости (коэффициентов влияния) с помощью 
следующей методики: к каждой из масс, на ко-
торые действуют внешние силы, приклады-
вают единичную силу и отдельно для каждой 
единичной силы строят эпюру изгибающих 
моментов; затем по правилу Верещагина (пе-
ремножением площадей этих эпюр на коорди-
наты под центрами их тяжести) или Симпсона 
находят искомые элементы матрицы. В пред-
ложенной статье искомые элементы матрицы 
податливости определяются через функцию 
Грина, что сокращает предварительные вычис-
ления [1, 8–11].

Как будет показано, результаты обоих 
численных методов (МКЭ и его модерниза-
ции – «гибридизации») для одинакового числа 
конечных элементов практически идентичны 
(и хорошо согласуются с аналитическим (точ-
ным) решением), в то время как размерности 
СЛАУ существенно различаются (так как чис-
ло степеней свободы в МКЭ всегда значитель-
но больше числа степеней свободы в его мо-
дернизации).

1. Постановка и решение задач
Допустим, что механическая система имеет n степеней свободы и ее кинетическая (Т) и по-

тенциальная (П) энергии имеют вид квадратичных функций:
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где xi, ẋi – поперечные перемещения и скорости перемещений сосредоточенных масс сооруже-
ний; mij, kij – компоненты матрицы масс [M] и матрицы жесткости [K] соответственно.

Если при движении система рассеивает энергию, то к соотношениям (1.1) следует добавить 
квадратичную функцию рассеивания энергии Релея:

     𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =
1
2
��𝑟𝑟��

�

���

�

���

�̇�𝑥��̇�𝑥� ,                (1.2)

где rij – компоненты матрицы рассеивания [R].
Введем вектор-строку (x) = (x1, x2, ... , xn ) и вектор-столбец {x} такой, что {x}T = (x). Тогда 

квадратичные функции (1.1), (1.2) можно представить в матричной форме
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     2𝑇𝑇 = ([𝑀𝑀]{�̇�𝑥}){�̇�𝑥} = (�̇�𝑥)�[М]Т{�̇�𝑥}�;  2П = ([𝐾𝐾]{𝑥𝑥}){𝑥𝑥};  2𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = ([𝑅𝑅]{�̇�𝑥}){�̇�𝑥}.  

Используя уравнения Лагранжа 2-го рода 
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и соотношения (1.3), запишем дифференциальные уравнения колебаний системы в матричной 
форме, используя дифференцирование квадратичных форм по вектору-столбцу [11]:

    [𝑀𝑀]{�̈�𝑥} + [𝑅𝑅]{�̇�𝑥} + [𝐾𝐾]{𝑥𝑥} = {𝑃𝑃}, ,               (1.4)

где {P} = (P1, P2, ... , Pn)
T – вектор-столбец внешних нагрузок, приложенных к массам.

1.1 Задача о собственных значениях
Если рассматривать свободные колебания без учета рассеивания энергии, уравнение (1.4) 

примет вид

       [𝑀𝑀]{�̈�𝑥} + [𝐾𝐾]{𝑥𝑥} = 0 .                (1.5)

Предполагая, что матрицы масс [M] и жесткости [K] не зависят от времени t, будем искать 
частное решение уравнения (1.5) в виде {x}={B}e iωt, причем {В} = (В1, В2, ... , Вn)

T – произволь-
ный вектор-столбец. Тогда задача сводится к решению системы однородных уравнений относи-
тельно амплитуд Bk:

  ([𝐾𝐾1] − 𝜆𝜆[𝑀𝑀1]){𝐵𝐵} = 0; 𝜆𝜆 =
𝜔𝜔2𝑙𝑙3𝑚𝑚

𝑑𝑑
; [𝑀𝑀] = 𝑚𝑚[𝑀𝑀1]; [𝐾𝐾] =

𝑑𝑑

𝑙𝑙3
[𝐾𝐾1] ,             (1.6)

где [M1], [K1] – безразмерные матрицы масс и жесткости соответственно; ω – частота колебаний;  
l – длина произвольного элемента; d – изгибная жесткость произвольного элемента; m – стан-
дартная сосредоточенная масса, приложенная в середине элемента.

1.2 Прямой подход к определению собственных колебаний
Если безразмерная матрица масс представляет собой единичную матрицу [M1] = [E], то при-

ходим к стандартной процедуре определения собственных значений λ и собственных векторов 
(амплитуд) {B} для матрицы жесткости [K] из решения однородной системы уравнений

       �𝑘𝑘ij − λ𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑗𝑗�𝐵𝐵𝑗𝑗 = 0; �𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1, 𝑛𝑛� ,                 (1.7)

где 𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑗𝑗  – символ Кронекера.

Так как Bj ≠ 0, то решение системы (1.7) возможно при условии равенства нулю характери-
стического уравнения, полученного из определителя

     |[𝐾𝐾] − 𝜆𝜆[𝐸𝐸]| = 0 .                  (1.8)

Если [M1] ≠ [E], то  преобразуем уравнение (1.5) к виду

     [𝐸𝐸]{�̈�𝑥} + [𝑀𝑀]−1[𝐾𝐾]{𝑥𝑥} = 0 

и будем искать собственные значения матрицы [M]–1[K].
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Частота свободных колебаний найдется по формуле

      𝜔𝜔 =
1
𝑙𝑙
�𝜆𝜆𝜆𝜆
𝑙𝑙𝑙𝑙

 ,                 (1.9)

где d = E I; E – модуль упругости Юнга (модуль упругости первого рода), а I – осевой момент 
инерции поперечного сечения.

Определитель (1.8) относительно λ дает полином n-го порядка. Корни этого полинома будут 
вещественными, так как матрица жесткости является симметричной. Пусть все эти корни про-
стые и различные λ = (λ1, λ2, ..., λn). Тогда, подставляя значение одного из корней в (1.7), можно 
определить с точностью до одной произвольной постоянной вектор-столбец {Qi} = {B}||λ = λi 

кото-
рый удовлетворяет матричному соотношению [𝐾𝐾]{𝑄𝑄𝑖𝑖} = 𝜆𝜆𝑖𝑖{𝑄𝑄𝑖𝑖}; �𝑖𝑖 = 1, 𝑛𝑛�  .

Иногда удобнее собственные векторы {Qi} нормировать, т.е. сделать по модулю равными 
единице.

Введем матрицу [Q] = [{Q1}, {Q2}, ..., {Qn}], состоящую из собственных векторов-столбцов 
матрицы жесткости (в теории колебаний ее называют модальной матрицей). Тогда предыдущее 
соотношение можно записать для всего набора собственных чисел λ:

      [𝐾𝐾][𝑄𝑄] = [𝑄𝑄][𝐽𝐽] ,              (1.10)

где [𝐽𝐽] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜆𝜆1 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆𝜆2 0 0 0 0 0 0
0 0 ⋱ 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆𝜆𝑘𝑘 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆𝜆𝑘𝑘+1 0 0 0
0 0 0 0 0 ⋱ 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆𝜆𝑛𝑛−1 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆𝜆𝑛𝑛⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  .

Матрица [J  ] называется жордановой матрицей (в теории колебаний – спектральная матри-
ца) и представляет собой диагональную матрицу с расположением по главной диагонали соб-
ственных значений и нулями вне диагонали. Из (1.10) следует, что спектральная матрица может 
быть получена произведением матриц: 

        [𝐽𝐽] = [𝑄𝑄]−1[𝐾𝐾][𝑄𝑄] ,                (1.11)
где [Q] –1 – обратная матрица.

1.3 Обратный подход к определению собственных колебаний
Другой способ определения частот и форм свободных колебаний состоит в приведении 

уравнения (1.5) к виду

     [𝐷𝐷𝑑𝑑]{�̈�𝑥} + [𝐸𝐸]{𝑥𝑥} = 0 ,                (1.12)

где [Dd] = [F][M] – динамическая матрица; [F] = [K]–1– матрица податливости.
Отыскивая решение уравнения (1.12) в форме {x}={B}e iωt, снова придем к стандартной про-

цедуре определения λ1 матрицы [D1]:
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  ([𝐷𝐷1] − 𝜆𝜆1[𝐸𝐸]){𝐵𝐵} = 0; 𝜆𝜆1 =
𝜔𝜔1
2𝑑𝑑

𝑙𝑙3𝑚𝑚
; 𝜔𝜔 =

1

𝜔𝜔1
; [𝐷𝐷1] = [𝐾𝐾1]−1[𝑀𝑀1] .           (1.13)

Здесь собственное число λ1 безразмерной динамической матрицы [D1] выражается через 
квадрат обратной частоты колебаний, а формы (амплитуды) отличаются знаком:

        𝜔𝜔 =
1
𝑙𝑙
�

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙�

; 𝑙𝑙 =
1
𝑙𝑙�

 .               (1.14)

1.4 Общее решение уравнений свободных колебаний
Частное решение уравнения (1.5), соответствующее некоторой частоте ωs, имеет вид

    𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝜑𝜑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔𝑠𝑠𝑡𝑡 + 𝛼𝛼𝑠𝑠); �𝑠𝑠, 𝑠𝑠 = 1, 𝑠𝑠� ,             (1.15а)

где φis – элементы модальной матрицы (амплитуд собственных форм колебаний), [φis] = [Q], 
αs – сдвиг фазы. Выражение (1.15a) характеризует главное колебание частоты ωs , когда другие 
частоты не учитываются. Все массы в этом случае колеблются по гармоническому закону с оди-
наковой частотой 𝜔𝜔𝑠𝑠 = �𝜆𝜆𝑠𝑠  и фазой αs .

Общее решение уравнения (1.5) запишем в виде [12]

       𝑥𝑥� =�𝐴𝐴�

�

���

𝜑𝜑�� sin(𝜔𝜔�𝑡𝑡 + 𝛼𝛼�) ,            (1.15b)

где As, αs – произвольные постоянные, которые определяются из начальных условий для откло-
нений xi0 и скоростей ẋi0 из системы 2n уравнений:

   𝑥𝑥�� = � 𝐴𝐴�

�

���

𝜑𝜑�� sin 𝛼𝛼� ;    �̇�𝑥�� = � 𝐴𝐴�

�

���

𝜔𝜔�𝜑𝜑�� cos 𝛼𝛼� 

 

 .

Формы колебаний φis не зависят от начальных условий движения, но влияют только на по-
стоянные As и αs .

Более удобным является другой вид общего решения с произвольными постоянными As, Cs:

    𝑥𝑥�(𝑡𝑡) = � 𝜑𝜑���𝐴𝐴�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝜆𝜆�𝑡𝑡 + 𝐶𝐶�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠�𝜆𝜆�𝑡𝑡�                                          
�

���

 .            (1.15c) 

1.5 Условия ортогональности форм колебаний
Для колебания стержней с распределенными массами формы колебаний φm(x) обладают 

свойством ортогональности вида [13] 

       ∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥)𝜑𝜑�(𝑥𝑥)𝜑𝜑�(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
�
� = 0; (𝑟𝑟 ≠ 𝑠𝑠)  .             (1.16a)

Так как по длине стержня проведена дискретизация по xi точкам, то интеграл (1.16a) необхо-
димо заменить суммой по 𝑖𝑖 = 1, 𝑛𝑛  . Роль весовой функции p(x) выполняют компоненты матрицы 
масс. Условия ортогональности при этом примут вид

    � 𝜑𝜑�(𝑥𝑥�)𝑚𝑚��𝜑𝜑�(𝑥𝑥�)
�

���

= 0;         (𝑟𝑟 ≠ 𝑠𝑠)               (1.16b)
или  
          {𝑄𝑄𝑟𝑟}Т[𝑀𝑀]{𝑄𝑄𝑠𝑠} = 0 .              (1.16c)
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Если [M] – единичная матрица, то 

    {𝑄𝑄�}Т{𝑄𝑄�} =�𝜑𝜑��

�

�

𝜑𝜑�� = 0, 𝑟𝑟 ≠ 𝑠𝑠 

 

.           (1.16d)

Свойство (1.16a), (1.16b) позволяет при вычислении уравнений (1.16c), (1.16d) получать 
произвольные постоянные для больших систем уравнений в явном виде.

1.6 Функция Грина и матрица податливости
Матрица масс чаще всего является диагональной матрицей, поэтому основная трудность за-

дачи колебаний сооружений состоит в определении матрицы податливости [F] = [δik]. Матрица 
податливости будет симметричной матрицей на основе теоремы Максвелла о взаимности пере-
мещений δik = δki. Компоненты матрицы податливости есть перемещения сооружения в точке i 
под действием единичной нагрузки в точке k .

Для описания перемещений в трехмерном деформированном теле существует функ-
ция Грина. Представим себе закрепленное тело, отнесенное к декартовой системе координат 
х = (х1, х2, х3). Пусть в точке ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) действует единичная сила, параллельная оси xk. Обо-
значим перемещение в точке x под действием единичной сосредоточенной силы в точке ξ векто-
ром �̅�𝐺(�)(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) . Здесь индекс k показывает причину перемещения. Символ x обозначает текущую 
точку, символ ξ – место приложения силы. Вектор �̅�𝐺(�)(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)  называют вектором Грина. Если за-
писать его проекции, то при переборе k = 1,2,3 получим тензор Грина �𝐺𝐺𝑖𝑖

(𝑘𝑘)� , 𝑖𝑖 = 1,2,3 . Функции 
𝐺𝐺𝑖𝑖
(𝑘𝑘) называются функциями перемещений Грина.

Применим теорему Бетти о взаимности работ к двум системам сил: единичная сила, дей-
ствующая в точке ξ, параллельная оси xk, и единичная сила, действующая в точке x, параллель-
ная оси xj, и получим теорему Максвелла о взаимности перемещений для сосредоточенных сил:

        𝐺𝐺𝑘𝑘
(𝑗𝑗)(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = 𝐺𝐺𝑗𝑗

(𝑘𝑘)(𝜉𝜉, 𝑥𝑥) ,                (1.17)

из которой следует, что проекция перемещений на xk-е направление в точке x от действия еди-
ничной нагрузки в точке ξ, параллельной xj, равна проекции перемещений на xj-е направление 
в точке ξ от действия единичной нагрузки в точке x, параллельной xk. В строительной механике 
равенство (1.17) обычно записывают δkj = δjk. Фактически функции перемещений Грина (матрица 
Грина) есть не что иное, как компоненты матрицы податливости.

1.7 Инструмент численной реализации задачи о собственных значениях
Численную реализацию задачи о собственных значениях стандартной процедуры в виде 

уравнений (1.6) или (1.13) удобно делать с помощью функций пакета символьной математики 
(ПСМ) «WolframMathematica» [14]. Например, использование функций:

Eigenvalues[K] – выводит в порядке убывания собственные значения λ = (λn , λn-1,... , λ2 ,λ1) 
матрицы [K];

Eigenvectors[K] – выводит собственные векторы матрицы [K], соответствующие собствен-
ным значениям модальной матрицы ({Qn},…,{Q2 },{Q1 });

Eigensystem[K] – выводит одновременно собственные значения и собственные векторы;
JordanDecomposition[K] – выводит сначала модальную матрицу векторов-столбцов [Q], 

а затем спектральную матрицу [J]
Normalize[n] – нормирование вектора n;
DiagonalMatrix[{m}] – создает диагональную матрицу с диагональю {m} .
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2. Динамика Г-образной рамы
Задача распределения массы в рамах наталкивается на преодоление следующего затрудне-

ния. Для оценки этого распределения необходимо иметь точное решение задачи о свободных 
колебаниях рамы с равномерно распределенной массой. К сожалению, в литературе даны об-
щие рекомендации по построению частотных соотношений и некоторые частные результаты 
для симметричных и антисимметричных колебаний. В результате поисков удалось обнаружить 
частотное соотношение для Г-образной рамы в [15] со ссылкой на [16]. При сравнении решения 
задачи о колебаниях Г-образной рамы, несущей сосредоточенные массы, с точным решением 
предварительно необходимо иметь уверенность, что в [15, 16] нет ошибок (опечаток).

Рассмотрим динамику сооружения, представляющего собой некоторый пристрой к основ-
ному сооружению, в виде рамы с вертикальной стойкой длины L1 изгибной жесткости D1, обла-
дающей массой на единицу длины m1, и горизонтальным ригелем длины L2 жесткости D2, обла-
дающей массой на единицу длины m2 (рис. 1). Вертикальная стойка защемлена, горизонтальный 
ригель опирается на стену. Колебания рамы состоят из изгибных и продольных колебаний. Ана-
лиз показывает, что отношение частот ωr изгибных колебаний к продольным ωn равно [17] 

𝜔𝜔𝑟𝑟

𝜔𝜔𝑛𝑛
=

𝛽𝛽𝑟𝑟
2

𝐿𝐿2
�𝐷𝐷

𝜌𝜌

�𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝐿𝐿 �

𝐸𝐸
𝜌𝜌0
�
=

𝛽𝛽𝑟𝑟
2

√3𝑛𝑛
ℎ
𝐿𝐿
, (𝑛𝑛, 𝑟𝑟 = 1,2,3… ) ,

где ρ0 – масса в единице объема, ρ = m – масса в единице длины.
Последнее равенство принято при n = 1 и для прямоугольного поперечного сечения. Откуда 

следует, что частота продольных колебаний на два порядка больше частоты изгибных колеба-
ний. Поэтому обычно при колебании рам учитывают лишь изгибные колебания, описываемые 
уравнением

           𝐷𝐷
𝜕𝜕�𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕�

+ 𝑚𝑚
𝜕𝜕�𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜕𝜕�

= 0 .                (2.1)

Рис. 1. Расчетная Г-образная рама.
Fig. 1. Predicted G-shaped frame.
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Ищем решение (2.1) в виде w (x, t) = W (x) e iωt. Тогда из (2.1) следует статическое соотноше-
ние вида

DW  IV(x) + qин(x) = 0,
где qин(x) = –mω2W(x).

Силы инерции qин(x) являются аналогом упругого основания с коэффициентом постели k 
(однопараметрическим упругим основанием Винклера) [18]. Следовательно,

          W IV(x) – k4W(x) = 0,                 (2.2)
где 𝑘𝑘4 =

𝑚𝑚

𝐷𝐷
𝜔𝜔2 .

Решение уравнения (2.2) выражается с помощью функций Крылова:

      𝑊𝑊(𝑥𝑥) = 𝑊𝑊(0)𝑆𝑆(𝑘𝑘𝑥𝑥) +
𝑊𝑊�(0)
𝑘𝑘

𝑇𝑇(𝑘𝑘𝑥𝑥) +
𝑊𝑊��(0)
𝑘𝑘�

𝑈𝑈(𝑘𝑘𝑥𝑥) +
𝑊𝑊���(0)
𝑘𝑘�

𝑉𝑉(𝑘𝑘𝑥𝑥) ;

       𝑊𝑊′(𝑥𝑥) = 𝑊𝑊(0)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝑊𝑊′(0)𝑆𝑆(𝑘𝑘𝑥𝑥) +
𝑊𝑊′′(0)

𝑘𝑘
𝑇𝑇(𝑘𝑘𝑥𝑥) +

𝑊𝑊′′′(0)
𝑘𝑘2

𝑈𝑈(𝑘𝑘𝑥𝑥); ;             (2.3)

  𝑊𝑊′′(0) = 𝑊𝑊(0)𝑘𝑘2𝑈𝑈(𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝑊𝑊′(0)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝑊𝑊′′(0)𝑆𝑆(𝑘𝑘𝑘𝑘) +
𝑊𝑊′′′(0)

𝑘𝑘
𝑇𝑇(𝑘𝑘𝑘𝑘) ;

           𝑊𝑊′′′(𝑥𝑥) = 𝑊𝑊(0)𝑘𝑘3𝑇𝑇(𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝑊𝑊′(0)𝑘𝑘2𝑈𝑈(𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝑊𝑊′′(0)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑥𝑥) + 𝑊𝑊′′′(0)𝑆𝑆(𝑘𝑘𝑥𝑥) ,
где функции Крылова имеют вид

    𝑆𝑆(𝑥𝑥) =
1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥); 𝑇𝑇(𝑥𝑥) =

1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥) ;

            𝑈𝑈(𝑥𝑥) =
1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥); 𝑉𝑉(𝑥𝑥) =

1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥)               (2.4)

и обладают следующими свойствами 

     𝑆𝑆(0) = 1; 𝑇𝑇(0) = 𝑈𝑈(0) = 𝑉𝑉(0) = 0 ; 𝑆𝑆𝑥𝑥′ (𝑘𝑘𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑥𝑥); 𝑇𝑇𝑥𝑥
′ (𝑘𝑘𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑆𝑆(𝑘𝑘𝑥𝑥) ;

    𝑈𝑈𝑥𝑥
′ (𝑘𝑘𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑘𝑘𝑥𝑥); 𝑉𝑉𝑥𝑥

′ (𝑘𝑘𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑈𝑈(𝑘𝑘𝑥𝑥) ; 𝑆𝑆(𝑥𝑥)𝑇𝑇(𝑥𝑥) − 𝑈𝑈(𝑥𝑥)𝑉𝑉(𝑥𝑥) =
1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥ℎ𝑥𝑥𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) ;    

    𝑇𝑇(𝑥𝑥)𝑈𝑈(𝑥𝑥) − 𝑆𝑆(𝑥𝑥)𝑉𝑉(𝑥𝑥) =
1
2
(𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥ℎ𝑥𝑥𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) ;                (2.5)

         𝑆𝑆2(𝑥𝑥) − 𝑈𝑈2(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ; 𝑇𝑇2(𝑥𝑥) − 𝑉𝑉2(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠ℎ𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ;

  𝑈𝑈2(𝑥𝑥) − 𝑇𝑇(𝑥𝑥)𝑉𝑉(𝑥𝑥) =
1
2
(1 − 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) ; 𝑆𝑆2(𝑥𝑥) − 𝑇𝑇(𝑥𝑥)𝑉𝑉(𝑥𝑥) =

1
2
(1 + 𝑐𝑐ℎ𝑥𝑥𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)  .

Изгибающие моменты и поперечные (перерезывающие) силы находятся по формулам:

           𝑀𝑀(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −𝐷𝐷
𝜕𝜕�𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑥𝑥�
 ; 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = −𝐷𝐷

𝜕𝜕�𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑥𝑥�

  .

Введем локальные координаты x и z, жестко связанные со стойкой и ригелем. Динамический 
прогиб вертикальной стойки в локальной системе координат с учетом начальных параметров 
𝑊𝑊�(0) = 𝑊𝑊�

�(0) = 0  и формул (2.3) получит вид

    𝑊𝑊1(𝑥𝑥) =
𝑊𝑊1

′′(0)
𝑘𝑘1
2 𝑈𝑈(𝑘𝑘1𝑥𝑥) +

𝑊𝑊1
′′′(0)
𝑘𝑘1
3 𝑉𝑉(𝑘𝑘1𝑥𝑥) ,                 (2.6)
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где 𝑘𝑘𝑖𝑖 = �
𝑚𝑚𝑖𝑖𝜔𝜔2

𝐷𝐷𝑖𝑖

4

; (𝑖𝑖 = 1,2)  .

Динамический прогиб горизонтального ригеля в локальной системе координат при 
W2(0) = 0 равен

   W   𝑊𝑊2(𝑥𝑥) =
𝑊𝑊2

′ (0)
𝑘𝑘2

𝑇𝑇(𝑘𝑘2𝑥𝑥) +
𝑊𝑊2

′′(0)
𝑘𝑘2
2 𝑈𝑈(𝑘𝑘2𝑥𝑥) +

𝑊𝑊2
′′′(0)
𝑘𝑘2
3 𝑉𝑉(𝑘𝑘2𝑥𝑥) .            (2.7)

Прогибы выражаются через пять неизвестных начальных параметров:
𝑊𝑊1

′′(0),𝑊𝑊1
′′′(0),𝑊𝑊2

′ (0),𝑊𝑊2
′′(0),𝑊𝑊2

′′′(0)  и частоту ω, которые определим из условий контакта в точке 
жесткого соединения балок (равенства прогибов, углов поворота, моментов):

     𝑊𝑊1(𝐿𝐿1) = 𝑊𝑊2(0) = 0;𝑊𝑊1
′ (𝐿𝐿1) = 𝑊𝑊2

′ (0); 𝐷𝐷1𝑊𝑊1
′′(𝐿𝐿1) = 𝐷𝐷2𝑊𝑊2

′′(0)                 (2.8)

и условия шарнирного закрепления рамы

     𝑊𝑊2(𝐿𝐿2) = 0;𝑊𝑊2
′′(𝐿𝐿2) = 0 .                (2.9)

Используя (2.6)–(2.9) и исключая последовательно начальные параметры, получим:

    �(𝑈𝑈2 − 𝑉𝑉𝑉𝑉)�𝛽𝛽1�(𝑉𝑉
2 − 𝑉𝑉2)�𝛽𝛽2� + �

𝐷𝐷1𝑘𝑘1
𝐷𝐷2𝑘𝑘2

� (𝑉𝑉𝑈𝑈 − 𝑆𝑆𝑉𝑉)�𝛽𝛽1�(𝑉𝑉𝑈𝑈 − 𝑆𝑆𝑉𝑉)�𝛽𝛽2��
𝑊𝑊1

′′′(0)
𝑈𝑈�𝛽𝛽1�𝑉𝑉�𝛽𝛽2�

= 0 ,

где 𝛽𝛽𝑖𝑖 = 𝐿𝐿𝑖𝑖�
𝑚𝑚𝑖𝑖𝜔𝜔2

𝐷𝐷𝑖𝑖

4
; (𝑖𝑖 = 1,2)  .

Учитывая, что 𝑊𝑊1
′′′(0) ≠ 0, 𝑈𝑈�𝛽𝛽1� ≠ 0, 𝑇𝑇�𝛽𝛽2� ≠ 0 , получим трансцендентное уравнение для 

определения частоты ω:

    �
𝐷𝐷2𝑘𝑘2
𝐷𝐷1𝑘𝑘1

�
(𝑇𝑇2 − 𝑉𝑉2)�𝛽𝛽2�
(𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑆𝑆𝑉𝑉)�𝛽𝛽2�

+
(𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝑆𝑆𝑉𝑉)�𝛽𝛽1�
(𝑇𝑇2 − 𝑉𝑉𝑇𝑇)�𝛽𝛽1�

= 0  .

Пользуясь свойствами функций Крылова (2.5), окончательно находим:

  𝑐𝑐ℎ𝛽𝛽�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽� − 𝑠𝑠ℎ𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝛽𝛽�
𝑐𝑐ℎ𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝛽𝛽� − 1

=
𝐷𝐷�
𝐷𝐷�

�
𝑚𝑚�𝐷𝐷�
𝐷𝐷�𝑚𝑚�

� 2𝑠𝑠ℎ𝛽𝛽�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽�
(𝑐𝑐ℎ𝛽𝛽�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝛽𝛽� − 𝑠𝑠ℎ𝛽𝛽�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝛽𝛽�)

 ,            (2.10)

где 𝛽𝛽1 = 𝐿𝐿1�
𝑚𝑚1𝜔𝜔2

𝐷𝐷1

4
 ; 𝛽𝛽2 =

𝐿𝐿2
𝐿𝐿1
�
𝑚𝑚2𝐷𝐷1
𝐷𝐷2𝑚𝑚1

4
𝛽𝛽1 ; частота равна 𝜔𝜔 =

𝛽𝛽��

𝐿𝐿��
�
𝐷𝐷�
𝑚𝑚�

  . 

Частотное уравнение (2.10) не отличается от выражения, приведенного в [15, 16]. В частном 
случае D1 = D2; m1 = m2; L2 = 2L1 частотные коэффициенты примут вид β2 = 2β1. При этом предпо-
ложении в [15, 16] получено два частотных коэффициента β1 = {1.809, 3.2804} первого и второго 
тона. Формы колебаний в [15, 16] не рассматривались.

С помощью встроенных функций ПСМ «WolframMathematica» FindRoot [Eq,{β, β0}] были 
получены 6 основных частотных коэффициентов колебаний рамы β1 = β, β0 – окрестность пара-
метра, где происходит процесс нахождения корня:

{1.80977, 3.28039, 4.27789, 5.01377, 6.4288, 7.40966}.



Великанов П.Г., Артюхин Ю.П.

Mechanics of deformable solids Geosystems of Transition Zones, 2023, 7(2)190

Определим формы колебаний рамы. Из условий W1 (L1) = 0 следует

     𝑊𝑊1
′′(0) = −

𝑊𝑊1
′′′(0)
𝑘𝑘1

𝑉𝑉�𝛽𝛽1�
𝑈𝑈�𝛽𝛽1�

  .

Тогда форму колебаний стойки можно представить в виде

   𝑊𝑊1(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶�𝑉𝑉(𝑘𝑘1𝑥𝑥) −
𝑉𝑉�𝛽𝛽1�
𝑈𝑈�𝛽𝛽1�

𝑈𝑈(𝑘𝑘1𝑥𝑥)� ; 𝐶𝐶 =
𝑊𝑊1

′′′(0)
𝑘𝑘1
3   .

Выражая в (2.7) все начальные параметры через один 𝑊𝑊1
′′′(0) , получим форму колебаний 

ригеля:

𝑊𝑊2(𝑥𝑥) = С
𝑘𝑘1
𝑘𝑘2
�𝐴𝐴�𝛽𝛽1��𝑇𝑇(𝑘𝑘2𝑥𝑥) −

𝑉𝑉�𝛽𝛽2�
𝑇𝑇�𝛽𝛽2�

𝑉𝑉(𝑘𝑘2𝑥𝑥)� + �
𝐷𝐷1𝑘𝑘1
𝐷𝐷2𝑘𝑘2

�𝐵𝐵�𝛽𝛽1��𝑈𝑈(𝑘𝑘2𝑥𝑥) −
𝑆𝑆�𝛽𝛽2�
𝑇𝑇�𝛽𝛽2�

𝑉𝑉(𝑘𝑘2𝑥𝑥)�� ,

где А �𝛽𝛽1� =
(𝑈𝑈2 − VT)�𝛽𝛽1�

𝑈𝑈�𝛽𝛽1�
 ;  В �𝛽𝛽1� =

(TU − SV)�𝛽𝛽1�
𝑈𝑈�𝛽𝛽1�

  .

Каждой частоте ωi 𝜔𝜔𝑖𝑖, �𝑖𝑖 = 1,6�  отвечает своя форма колебаний 𝑊𝑊1
𝑖𝑖 (𝑥𝑥),𝑊𝑊2

𝑖𝑖 (𝑥𝑥)  .
Формы колебаний определяются с точностью до множителя C, который в дальнейшем при-

мем равным единице. Введем безразмерную длину ξ = x/L1. Тогда k1x = β1ξ. Приравнивая множи-
тель C = 1, определим i-ю форму колебаний стойки:

        𝑦𝑦(𝜉𝜉, 𝑖𝑖) = 𝑉𝑉(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉) − �𝑉𝑉�𝛽𝛽(𝑖𝑖)�/𝑈𝑈�𝛽𝛽(𝑖𝑖)�� 𝑈𝑈(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉)  .

Прогиб горизонтального ригеля будем вычислять в тех же локальных безразмерных коорди-
натах. В нашем примере k1/k2 = 1; d1k1/(d2k2) = 1; β1 = β; β2 = 2β. Полагая для любой частоты C = 1, 
k2x = β ξ, найдем форму колебаний ригеля для i-й частоты:

  𝑧𝑧(𝜉𝜉, 𝑖𝑖) = �(𝑈𝑈� − 𝑇𝑇𝑇𝑇)�𝛽𝛽(𝑖𝑖)� �𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉) − �𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)�/𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)���𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉)

+ (𝑇𝑇𝑈𝑈 − 𝑆𝑆𝑇𝑇)�𝛽𝛽(𝑖𝑖)� �𝑈𝑈(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉) − �𝑆𝑆�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)�/𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)���𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉)� /𝑈𝑈�𝛽𝛽(𝑖𝑖)� 

+

            +

𝑧𝑧(𝜉𝜉, 𝑖𝑖) = �(𝑈𝑈� − 𝑇𝑇𝑇𝑇)�𝛽𝛽(𝑖𝑖)� �𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉) − �𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)�/𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)���𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉)

+ (𝑇𝑇𝑈𝑈 − 𝑆𝑆𝑇𝑇)�𝛽𝛽(𝑖𝑖)� �𝑈𝑈(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉) − �𝑆𝑆�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)�/𝑇𝑇�2𝛽𝛽(𝑖𝑖)���𝑇𝑇(𝛽𝛽(𝑖𝑖)𝜉𝜉)� /𝑈𝑈�𝛽𝛽(𝑖𝑖)�  .

Если отсчитывать координату ξ для стойки и ригеля от начала заделки как безразмерную 
длину дуги периметра рамы, то можно изобразить форму колебаний рамы на одном рисунке, 
причем область изменения прогибов будет 0 ≤ ξ ≤ 3. Шесть форм колебаний отражены на рис. 2.

Анализ полученных шести форм колебаний показывает: при первых трех частотах по вер-
тикальной стойке рамы пробегает одна полуволна, постепенно увеличивая амплитуду. Только 
начиная с четвертой частоты появляются две полуволны, постепенно увеличивая амплитуду до 
шестой частоты. На ригеле рамы возникает вначале одна полуволна с большой амплитудой, за-
тем амплитуда падает с увеличением полуволн пропорционально частоте.

Сделаем расчет динамики рамы в нашем случае, распределяя массу следующим образом. 
Стойку разделим на два элемента и поместим две сосредоточенные массы в их середине. На ри-
геле поместим четыре массы в середине каждого элемента. Все элементы имеют одинаковую 
длину L1/2 = L2/4 и одинаковую сосредоточенную массу m = L1/2.

Для получения матрицы податливости построим функцию Грина, пользуясь методом на-
чальных параметров (рис. 1).
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       𝑊𝑊1(𝜉𝜉) =
𝐿𝐿13

6𝐷𝐷1
�−

3𝑀𝑀01
𝐿𝐿1

𝜉𝜉2 − 𝑄𝑄01𝜉𝜉3 + 𝑃𝑃1(𝜉𝜉 − 𝜂𝜂)+3 � ; 𝜉𝜉 =
𝑥𝑥
𝐿𝐿�

; 𝜂𝜂 =
𝑦𝑦�
𝐿𝐿�

 ;           (2.11)

  𝑊𝑊2(𝜉𝜉) =
𝐿𝐿23

6𝐷𝐷2
�
6𝜃𝜃02𝐷𝐷2
𝐿𝐿22

𝜉𝜉 −
3𝑀𝑀02
𝐿𝐿2

𝜉𝜉2 − 𝑄𝑄02𝜉𝜉3 + 𝑃𝑃2(𝜉𝜉 − 𝜒𝜒)+3 � ; 𝜉𝜉 =
𝑥𝑥
𝐿𝐿�

; 𝜒𝜒 =
𝑦𝑦�
𝐿𝐿�

 ;

  𝑤𝑤01 = 𝜃𝜃01 = 𝑤𝑤02 = 0 ,

  (𝜉𝜉 − 𝜂𝜂)+3 = �(𝜉𝜉 − 𝜂𝜂)3, 𝜉𝜉 ≥ 𝜂𝜂
0, 𝜉𝜉 ≤ 𝜂𝜂 � ; (𝜉𝜉 − 𝜒𝜒)+3 = �(𝜉𝜉 − 𝜒𝜒)3, 𝜉𝜉 ≥ 𝜒𝜒

0, 𝜉𝜉 ≤ 𝜒𝜒 � ; 0 ≤ 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝜒𝜒 ≤ 1  .

Остальные начальные параметры определяются из условий контакта и граничных условий 
рамы на другом конце:

  𝑊𝑊1(1) = 𝑤𝑤02 = 0 ; 𝑊𝑊2(1) = 0 ; 𝑀𝑀2(1) = 0 ; 𝑊𝑊1
′ (1) = 𝜃𝜃02 ; 𝑀𝑀1(1) = 𝑀𝑀02 .           (2.12)

К сожалению, в общем виде все параметры определить не удается. Для нашего частного 
случая все начальные параметры выразим через начальный момент М01 и начальную попереч-
ную силу Q01 стойки. Из (2.12) найдем 

     
𝑀𝑀01
𝐿𝐿1

=
1

(4 + 3𝑑𝑑3)
(−𝑃𝑃1(1 − 𝜂𝜂)𝜂𝜂(2(2 − 𝜂𝜂) + 3𝑑𝑑3(1 − 𝜂𝜂)) + �

𝐿𝐿2
𝐿𝐿1
� 𝑃𝑃2(2 − 𝜒𝜒)(1 − 𝜒𝜒)𝜒𝜒) ;

Рис. 2. Формы колебаний Г-образной рамы.
Fig. 2. The oscillation forms of the G-shaped frame.
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𝑄𝑄01 =
1

(4 + 3𝑑𝑑�)
�𝑃𝑃�(4 + 3𝑑𝑑� − 3(2 + 3𝑑𝑑�)𝜂𝜂� + 2(1 + 3𝑑𝑑�)𝜂𝜂�) − 3 �

𝐿𝐿�
𝐿𝐿�
�𝑃𝑃�(2 − 𝜒𝜒)(1 − 𝜒𝜒)𝜒𝜒� ;

𝐷𝐷2 = 𝐷𝐷1 = 𝐷𝐷; 𝐿𝐿2 = 2𝐿𝐿1 ; 𝑀𝑀02 = 𝐿𝐿�(𝑀𝑀01/𝐿𝐿� + 𝑄𝑄01 − 𝑃𝑃�(1 − 𝜂𝜂)) ;

𝜃𝜃02 = 𝐿𝐿��/(2𝐷𝐷)(−2𝑀𝑀01/𝐿𝐿� − 𝑄𝑄01 + 𝑃𝑃�(1 − 𝜂𝜂)�) ;

𝑄𝑄02 = 3𝑃𝑃��𝑑𝑑�(1 − 𝜂𝜂)� + (1 − 𝜂𝜂)� �
𝐿𝐿�
𝐿𝐿�
� −

3𝑀𝑀01

𝐿𝐿� �
��
��
� (1 + 2𝑑𝑑�)

− 3𝑄𝑄01 �
𝐿𝐿�
𝐿𝐿�
� (1 + 𝑑𝑑�) + 𝑃𝑃�(1 − 𝜒𝜒)� ;

𝑑𝑑3 =
𝐷𝐷2𝐿𝐿1
𝐷𝐷1𝐿𝐿2

  .

Затем, попеременно присваивая P1 = 1, P2 = 0 и наоборот, придавая переменным ξ, η, χ те-
кущие значения сосредоточенных масс и значений, в которых прикладывается единичная сила, 
получим матрицу податливости в виде [F] и ее безразмерный аналог [a]:

      [𝐹𝐹] =
𝐷𝐷
𝐿𝐿13
[𝑎𝑎] ,

где [a] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0,00259677 0,00225645 −0,00174782 −0,00324596 −0,00274658 −0,00104869
0,00225645 0,00579279 −0,00524347 −0,00973788 −0,00823975 −0,00314608
−0,00174782 −0,00524347 0,0115098 0,0239794 0,0206909 0,00794752
−0,00324596 −0,00973788 0,0239794 0,0761552 0,0752563 0,0300127
−0,00274658 −0,00823975 0,0206909 0,0752563 0,0961304 0,0426229
−0,00104869 −0,00314608 0,00794752 0,0300127 0,0426229 0,0245602 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Матрица масс [M] и ее безразмерный аналог [M1] имеют вид
[M] = mL1 [M1],

где [M1] = 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0,5 0 0 0 0 0
0 0,5 0 0 0 0
0 0 0,5 0 0 0
0 0 0 0,5 0 0
0 0 0 0 0,5 0
0 0 0 0 0 0,5⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Отсюда динамическая матрица может быть получена простым перемножением вышеприве-
денных матриц: 

[Dd] = [a][M1].

Матрица податливости получилась, как это и должно быть, симметричной. Причем неко-
торые коэффициенты имеют знак минус. Этот знак зависит от выбора локальных координат. 
При другом выборе все элементы матрицы могут быть положительными. Проверка показывает, 
что частота колебаний является инвариантной по отношению к выбору локальных осей коорди-
нат. Коэффициенты характеристического полинома 6-го порядка также будут содержать 6 инва-
риантов. Частота колебаний – физическая величина и не зависит от наблюдателя!

Собственные значения Λ динамической матрицы [Dd] связаны с частотой колебаний следу-

ющим образом: 𝜔𝜔 =
1
𝐿𝐿��
�
𝐷𝐷�
𝛬𝛬𝛬𝛬�

 . Откуда коэффициент 𝛽𝛽1
2  необходимо сравнивать с Λ–0.5 .
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Вычислим собственные значения Λ:{Λ6,Λ5,Λ4,Λ3,Λ2,Λ1}=Eigenvalues[Dd]:
{0.0932819,0.0087568,0.00300994,0.001681,0.00102958,0.000613312}.
Коэффициенты частот Λ–0.5 для 6 сосредоточенных масс (приближенное решение) получат 

значения: 
{3.27417,10.6863,18.2272,24.3902,31.1652,40.3793}.
Соответствующее точное решение 𝛽𝛽1

2  для 6 сосредоточенных масс имеет вид:
{3.27526, 10.761, 18.3004, 25.1379, 41.3295, 54.903}.
Приближенные частоты оказываются ниже: 1-я частота на 0.03 %, 2-я на 0.69 %, 3-я на 0.4 %, 

4-я на 3 %, 5-я на 25 %, 6-я – на 26.5 %.
Приближенные частоты, полученные с помощью МКЭ в Ansys, оказываются ниже: 1-я ча-

стота на 0.03 %, 2-я на 0.42 %, 3-я на 1.09 %, 4-я на 1.93 %, 5-я на 11.4 %, 6-я – на 16.71 %.
Также хочется отметить, что приближенные частоты получены из СЛАУ разной размерно-

сти (для МКЭ она больше, чем для модернизированного метода, более чем в 2.3 раза).
Анализ вычислений для большего числа разбиений стержней (стойки и ригеля) рамы на эле-

менты показывает экспоненциальную сходимость приближенных частот к точным. Например, 
для коэффициента 2-й собственной частоты колебаний (для коэффициента 1-й собственной ча-
стоты колебаний различие и так чрезвычайно мало – 0.03 %) при разбиении массы рамы на 
6 элементов, в середине которых помещена 1/6 часть общей массы рамы, погрешность в опреде-
лении 2-й собственной частоты колебаний рамы всего 0.69 %. А начиная с 18 элементов погреш-
ность составляет менее 0.1 %.

Наибольшее значение сосредоточенных масс (число степеней свободы для нахождения соб-
ственных значений) нами было опробовано при n = 200, т.е. для матриц с 40 000 элементов, 
или решение полинома 200-го порядка. К счастью, ПСМ «WolframMathematica» [14] и с этой 
задачей успешно справился, применив метод итераций матриц Стодолы.

Заключение
В связи с тем, что определение собственных и вынужденных колебаний рамных соору-

жений, моделируемых стержнями с распределенными массами (бесконечное число степеней 
свободы) довольно затруднительно, в статье сделана попытка наделить модель сооружения ко-
нечным числом степеней свободы: масса помещена в некоторое число узлов, которые упруго 
взаимодействуют со стержнями рамы, не имеющими массы. Стержни рамы работают только 
на изгиб.

В статье с использованием функций Грина, матриц жесткости, масс, податливости и др. 
была решена задача о свободных колебаниях Г-образной рамы. Полученные приближенные 
результаты при сравнении с малоизвестными точными результатами показали хорошую схо-
димость, особенно при увеличении числа степеней свободы (количества сосредоточенных 
масс, моделирующих распределенную массу стержней рамы).
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